
內积量化（分解） 

Product Quantization 

方佳艳 

1．引言	

內积量化，顾名思义，就是对向量进行分解，对高维空间的数据点进行划分。类似于

LSH，PQ 也是为了降低线性复杂度，即，将 )(ndQ 降低至 )( dn +Q 。 

注： n和 d 都是非常大的值，甚至 nd > 。 

PQ 的缺点：和 LSH 相比，没有理论上的质量保证，不能像 LSH 可以证明成功的概率

多大，近似的程度多高。 

但 PQ 的实用性非常好，常用于搜索引擎。例如，Yahoo！的图片搜索引擎。 
 

2. K-means 聚类	

2.1. 定义	
给定某个数据点集 dRPÍ ，其中 nP = ， 1³k （一般 nk << ） 

目标：找到类中心 d
k RCC Í},,{ 1 ! ，满足： 
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即， P中的每个点被划分到离它最近的类中心。 

 

2.2. 与 Voronoi	Diagram的联系	

Voronoi Diagram 
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Þ=1k 0-维 PCA 

jC"Þ 一定是第 j个类的重心 

我们可以通过 Voronoi Diagram 来理解 k-means 聚类：作每个类中心的垂直平分线，将

空间分成 k 份。因此，k-means 聚类找到这 k 个类中心之后也就相当于对点集 P 作了 k 个类



划分。 

 
2.3. 一种简单的 K-means聚类算法-Lloyd算法	

（1）随机初始化 },{ 1 kCC !  

（2）迭代直到目标函数值收敛到稳定区间 

①根据 },{ 1 kCC ! 将 P划分成 k类 

②对每一类，将类中心更新成该类的重心。 

以上即为 Lloyd 算法： 

①时间复杂度： 

假设迭代次数为 t，则复杂度为 )())(( tkndndkndt Q=+Q  

②质量保证：只能保证局部最优。 

 

2.4. 结论	

（1）即使 2=d ，k-means 是 NP-hard。 

（2）即使 2=k ，k-means 也是 NP-hard。 

注：已被证明：k-means 最优解是 NP-hard，但不代表它的近似解是 NP-hard。 

 

3. 初阶版-向量量化（Vector	Quantization，VQ）	

3.1. 定义	
给定某个数据点集 dRPÍ ，其中 nP = ， 1³k （一般 nk << ） 

目标：找到类中心 d
k RCC Í},,{ 1 ! ，满足： 
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ÞVQ 即为 k-means 聚类： 

    给定一个最近点查询问题，VQ 的目标是用 k 个类中心来近似表达点集 P， 

    对某个查询点 dRqÎ ，从 },{ 1 kCC ! 中返回离 q最近的类中心。 

 

3.2. 分析：	
查询时间： nkkd <<Q ),(  

极限情况： )(ndnk QÞ= ，误差为 0。 

优点：简单易行； 

缺点：误差大：k 越大，误差越小，当 k=n 时，误差为 0。 

因此，为了降低 VQ 的查询误差，引入 Product Quantization (PQ)。 

Quantization：对 d 维空间作分解。 

 



	

4. VQ 的升级版-內积量化（PQ）[1]	

4.1. PQ的构造	

①将空间 dR 划分成m个子空间： mdmdmdd RRRR /// ´´´® ! （笛卡尔积） 

在每个子空间 mdR / ，点集 P都存在一个投影 mjPj ,,1, !=  

②对 mjPj ,,1, != 作 k-means 聚类，从而得到第 j 个子空间的 k 个类中心
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③建立一个“codebook”字典：（由 mk ´ 个类中心组成）   

},,,{
                    

},,,{

21

11
2

1
1

m
k

mm

k

CCC

CCC

!

"""

!

 

④建立表 A（m行 n列）： 

每一列对应着点集 P 中的一个数据点 µ，该列的第 j个 component 对应的是 µ在

第 j个子空间上，离它最近的类中心的序号。e.g.    
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, 用 1
tC 来近似 µ在 mdR / 上的投影。 

⑤建立表-B（m行 2
kC 列） 

每一行分别对应一个子空间，e.g.第 j行记录的是第 j个子空间上，所有类中心

},,,{ 21
j
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jj CCC ! 两两之间的距离。 

 
4.2. PQ的查询	

对于任一查询点 dRqÎ ： 

①计算 q与字典中类中心的距离： 
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②和表-A 中每一列作比较，比较的差值可以在表-B 中查找，即，用表-B 中的距离来近

	 	 	 	 似 µ-q 。（用 B 中的距离作近似，复杂度为 )(mQ ，原始距离的复杂度为 )(dQ ，

	 	 	 	 而 dm << ，很大程度上降低了计算复杂度）	

③输出 q的最近邻。	



	
4.3. PQ的思路总结	

空间分解： mdmdmdd RRRR /// ´´´® !  
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对任一查询点， ],,,[ 21 m
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上述差值均存在表-B 中。 
 

4.4. 复杂度分析	

①构造 PQ 的时间复杂度： 

k-means 聚类的时间+建立表-A 的时间+建立表-B 的时间： 

)()()( 2mkmnmeanskT Q+Q+- ，其中， dnmk ,, <<  

当使用 Lloyd 算法时， )()())/(()( ndkndmdnktmmeanskT Q=Q=×××=- ，其

 中， t为迭代次数， kt, 均可以看成常值。 

②空间复杂度： 

存储各个子空间的所有类中心+表-A 的空间+表-B 的空间： 

)()()())/(( 2 dnmkmnmdkm +Q=Q+Q+××Q  

③查询时间复杂度： 

)()()())/(( nddnmnmdkm Q<<+Q=Q+××Q  

 

5. PQ 的缺陷	

PQ 可能误差很大，因为 PQ 的效果取决于子算法 k-means 的效果，而 k-means 的聚类

效果本身是不确定的，没有理论上的保证。因此，在做最近点查询的时候，PQ 的误差可能

很大。 
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